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INTRODUÇÃO 
0 objetivo deste trabalho é um estudo das Séries de Fourier a nível introdutório. 
No capitulo 1, contamos um pouco da história dessa série especial e do matemático  
Jean Baptiste Joseph Fourier. 
No capitulo 2, realizamos um estudo preliminar sobre alguns tipos de funções como 
as periódicas e funções continuas por partes. 
No capitulo 3, daremos a definição das Séries de Fourier para uma função periódica 
de periodo 2n, com o calculo de seus coeficientes, além de exemplos de algumas funções e 
suas respectivas Séries de Fourier. 
No capitulo 4, trataremos das funções pares e impares e suas séries de Fourier. 
Mostraremos que a série de Fourier de uma função par, é uma série de cossenos, e a série 
de Fourier de uma função impar, é uma série de senos. 
No capitulo 5, demonstraremos com todos os detalhes o teorema de convergência 
em séries de Fourier, além de tratar da convergência uniforme em séries de Fourier. 
No capitulo 6, trataremos da convergência por um enfoque gráfico, mostrando 
graficamente que as somas parciais das séries de Fourier de uma função./(x), convergem 
para o gráfico dal(x). 
O capitulo 7, visará a representação de funções que não possuem período 27c, 
explicitando como será o calculo dos seus coeficientes e sua representação em forma de 
Séries de Fourier. 
No capitulo 8, trataremos da integração de séries de Fourier. 
No apêndice 1, trataremos de achar, Ili() uma solução para o coeficiente de Fourier, 
mas uma estimativa para o seu valor. 
No apêndice 2, escreveremos a série de Fourier na forma complexa. 
1 	 7r 2 
No apêndice 3, demonstraremos porque —7, = 	 . 
,1 n - 	 6 
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CAPITULO -1 
1.1 -ASPECTOS HISTÓRICOS 
Jean Baptiste Joseph Fourier nasceu na França em Auxerre em 1768 e faleceu em Paris 
em 1830. Filho de um alfaiate ficou órfao aos oito anos de idade e foi educado numa escola 
militar dirigida por beneditinos, aonde veio a ocupar uma cadeira de  Matemática. Tendo 
ajudado a promover a Revolução Francesa foi recompensado com uma  cátedra na Escola 
Politécnica. Renunciou a essa posição para, juntamente com um monge, poder acompanhar 
Napoleão na expedição ao Egito. Em1798 foi indicado para governador do Baixo Egito. 
Após as vitórias britânicas e a capitulação da França em 1801, Fourier retomou à França, 
tornando-se prefeito de Grenoble. Foi quando da sua estada em Grenoble que começou as 
suas experiências com a condução de calor em barras. 
Em 1807 Fourier apresentou um artigo 6. Academia de Ciências da França que deu 
inicio a um novo e extremamente frutífero capitulo da historia da Matemática. O artigo 
trata do problema pratico da propagação do calor em barras, em chapas de sódio  metálicos.  
No desenvolvimento do artigo Fourier fez a surpreendente afirmação de que toda função 
definida num intervalo finito por um gráfico descrito arbitrariamente pode ser decomposta 
numa soma de funções seno e co-seno. Para ser mais explicito, ele afirmou que uma função 
qualquer, não importa quão caprichosamente seja definida no intervalo (- ir , .2r), pode ser 
representada neste intervalo por 
—
a
' +E[an cos(nx) + b sen(nx)] , 
2 	 „, 1 
onde os coeficientes an e 15, são números reais convenientes; essa serie é conhecida como 
série trigonométrica e não era uma novidade para os  matemáticos daquela época. De fato, 
já se provara que muitas das funções mais ou menos "bem comportadas" podiam ser 
representadas por meio dessas series. Mas Fourier afirmou que toda função definida em 
(- Jr,7r ) pode ser representada dessa maneira. Os  sábios da Academia encararam com muito 
ceticismo a afirmação de Fourier e o artigo, julgado por Lagrange, Laplace e Legendre, foi 
rejeitado. Todavia, para encorajar Fourier a desenvolver suas idéias mais cuidadosamente, a 
Academia instituiu um grande prêmio tendo como tema a propagação do calor, a ser 
outorgado em1812. Fourier submeteu um artigo revisado a Academia em 1811, artigo esse 
que julgado por uma comissão que  incluía,  entre outros, os mesmos juizes da oportunidade 
anterior, acabou ganhando o prêmio, mas devido as criticas recebidas pela falta de rigor, 
não foi recomendado para publicação nas Mémoires da Academia. 
Ressentido, Fourier continuou suas pesquisas sobre a condução de calor e em 1822, 
posteriormente a sua mudança para Paris (em 1816), publicou um dos grandes  clássicos da 
matemática a Théorie Analytique de la Chaleur (Teoria Analítica do Calor). Dois anos 
depois da publicação dessa grande obra, Fourier tornou-se  secretário  da Academia e, nessa 
2 
condição, pode fazer com que seu artigo del 811 fosse publicado na forma original nas 
Mintoires da Academia. 
Embora se tivesse provado que a afirmação de Fourier de que toda função pode ser 
expressa por uma serie trigonométrica (hoje chamada série de Fourier) é exagerada, na 
verdade a classe das funções para as quais vale essa representação é muito extensa. As 
séries de Fourier provaram ser da mais alta utilidade em campos de estudo como a acústica,  
a óptica, eletrodinâmica, a termodinâmica, e vários outros campos da Física e da 
Matemática, essas séries têm um papel fundamental na análise harmônica, problemas sobre 
vigas e pontes e na solução de equações diferenciais. De fato, foram as séries de Fourier 
que motivaram os métodos modernos de Física-matemática  que envolvem a integração de 
equações diferenciais parciais sujeitas a condições de contorno. As series de Fourier 
também tiveram um importante papel na evolução dos conceitos de função. 
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CAPITULO  2 
2.1- FUNÇÕES PERIÓDICAS E SÉRIES TRIGONOMÉTRICAS 
Neste capitulo estudaremos alguns tipos de funções como as periódicas e funções 
continuas por partes, sendo que esse estudo se justifica porque esses tipos de funções são 
utilizadas no estudo das séries de Fourier. 
Utilizaremos sempre funções reais, a menos que seja explicitado o contrário. 
Neste e nos próximos capitulas, assumiremos que o leitor tenha noções de Calculo, 
Introdução a Análise e Álgebra Linear. 
DEFINIÇÃO 2.1 - Uma Anvil° f(x) é dita  função periódica quando existe um T E 91 * tal 
que, 
	
f(x+T) = f(x), V x 	 (2.1) 
Neste caso T é chamado de período def(x). 
PROPRIEDADE 2.1 — Se T é um penado de .f(X), enteio nT,  fl E Z. , também é um 
período da função j(x). 
Demonstração. 
Por hipótese, T é um período def(x), então, 
f(x+ T) —f(x), para todo xeT E 91*, 
assim temos, 
.f(x+nT) 	 (x + (n-I)T) Ti =f(x  + (n-I)T), V x. 
Procedendo n vezes, como acima, temos quef(x+nT) —f(x+T) —f(x), V x. 
Portanto, nT é um período deAx). 	 • 
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PROPRIEDADE 2.2 - Se g(x) e f(x) possuem o mesmo período T,  então h(x) = af(x) - 
com a, b ER, sendo constantes, também terd período T 
Demonstrava°. 
Como f(x-T) =f(x), V x, T e 91* , 
g(x+T) = g(x), V x, T E 91 *, temos que, 
h(x+ T) = af(x+T) + bg(x-I-T) = af(x) + bg(x) = 
Portanto, h(x) é periódica de período T 
PROPRIEDADE 2.3-  Se f(x) é uma frnção, periódica de período T,  então, 
a) .ffax), a o O constante, é periódica de período 
a 
b) f 	 , b o O constante, é periódica de período br. 
Demonstragdo. 
Park (,) 
C omoi(x) é periódica entdo,f(x+T) = f(x), V x. 
Definimos, g(x) = ax, fazendo, h(x) = (fbg)(x), temos que 
h(x) = f(g(x)) = f(ax). 
Com isso, basta provar que h ( x + —T ) = h(x),V x. 
a 
hrx+ 
	 fog(x+ T ) _frgrx,±T)) la(x+_7.1)) , .f(ax+T) = fox) = ) 	 a )) 	 a a 
Portanto,./(ax) 
 é  periódica de período —a . 
Parte b). 
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Definimos, g(x) -x , fazendo, h(x) = (fog)(x), temos que, 
h(x) = f(g(x)) =1( -x ). 
Com isso, basta provar que h(x+bT) = 
x +b j _ f +T h(x bT) = (fog)(x-- bT) = f(g(x-- bT)) 	 (bT  = h(x), V x. 
Portantof(- e periódica de período bT . 
b 
DEFINIÇÃO 2.2 - Seja f(x) uma função periódica, o menor período positivo T de f(x), 
chamado de período  fundamental. 
Interpretação Geomitrica - Se uma finveiojrx)  é periódica  de período T, enteio fixado um 
comprimento T no domínio de f(x), o seu gráfico será urna translação de f(x), por múltiplos 
de T. Conforme gráfico abaixo. 
	F m 
Exemplo 2.1 - 
 O período fundamental da funcaof(x) = .sen x é 2 'r .  
De fato , tem-se que, 
.en 	 270 = sen x cos 27r + cos x sen 27r 
= sen x .1 cos x .0 = sen x. 
Logo, 
sen (x -27r) = sen(x). 
Portanto, a funcdof(x) = sen x é periódica de período 27r. 
6 
Observactio:  Os vai ores 6r • 8 7r , -4 /r , devi do a PROPRIEDADE 2.1, também são 
períodos da função sen x. 
Exemplo 2.2 - A função constante também é periódica, pois ela satisfaz (2.1) em todo o 
seu domínio, este é uni caso particular, onde qualquer valor para TE 9/ *, será um período  
da função.  
Exemplo 2.3 – A função" = cos x, assim como a funçãof(x)= sen x, também é periódica 
e seu período fundamental 6 2n. 
De fato, 
cos (x±27r) = cos x cos 27r- sen x sen 27r = 
= cos x.1 – sen x .0 = cos x. 
Logo, 
cos (x+2r) = cos x 
Portanto,f(x) = cos x é periódica de período 27t. 
(31 , „ Exemplo 2.4 – A funçãof(x) – cos — e periód ica, vamos calcular o seu período 4 
fundamental. 
Como o período fundamental da função cos x é 2n, temos, pela PROPRIEDADE 
2.3 a), que cos (-L. é periódica de periodo 4 
2/r _ 87r 
3/ – 3 
/4 
Portanto, o período fundamental T da fungdof(x) é T = 3 
A partir do Capitulo 2, estaremos interessados em séries do tipo abaixo, a qual 
representará  funções periódicas de período 2rc. 
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DEFINIÇÃO 
 2.3– A série, 
ao , 1(a „ cos la 	 sen iii) =  a 0 4' a icosx b 1 senx + a2cos(2x) + bz sen(2x)+ 
chamada de série trigonométrica, onde a n e b n E 9?, Vii E 	 . 
Observação:  A série 	 (a,, cosnx + b„ sennx), é periódica de período 2,t , vejamos, 
n=1 
, 27r 
co.s.(x) e sen(x) são periódicos de período 2E. Para cos(2x), temos que o período e — 
	 , 
2 
isto pela PROPRIEDADE 2.3 a), podemos multiplicar o período por 2, e assim cos(2x) 
terá também período  27t. Portanto, cos(2x) é 
 periódica de período 2E. De modo análogo, 
cos(nx) e sen(nx), também são periódicos de período 27t. E pela PROPRIEDADE 2.2, 
temos que a função an cos(nx) + b„ sen(nx), é periódica de período 2E, com n E IN e an e 
bp, fixos para cada n. 
Ainda pela PROPRIEDADE 2,2, a soma de funções periódicas de período 2E é 
ainda periódica de período 2rc, logo a série, (a,, cos(nx)+ b,,sen(nx)) , é periódica de 
período 2E. 
2.2 – FUNÇÃO CONTINUA POR PARTES 
DEFINIÇÃO 2.4 -  Urna função real f(x)  é dita continua nor partes no intervalo 
fa ,I2.1 se 
 verificar  as seguintes condições: 
a) f(x) é continua em la, b1 exceto (eventualmente) em um  número finito  de pontos x,, < 
X 1 < < x < x com x i E [a,b],  Vi 
 e IN onde poderia inclusive não estar 
definida. 
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b,) E os um f (x) e um f (x), 	 n-1, n e IN, são números finitos quando x se 
aproxima pelo interior dos subintervalos ix ,x 11 I. 
Observação:  As funções que são continuas por partes, também são chamadas de funções 
secciona/mente continuos. 
PROPOSIÇÃO 2.4 - As .fimcões continua por partes em um intervalo 	 são limitadas 
neste mesmo intervalo. 
Demonstração. 
Vamos supor que [a, b] seja dividido em subintervalos jxi, xj,-1[, com, j E IN,  
1 j n-1, tal quef é continua nestes subintervalos. 
Basta analisarmos intervalos continuos do tipo [8,xi+. 1 [, com xi < 5 < x1 . 1 , e 
supondof continua nesse intervalo. 
Tomando e > 0, temos que f([8,xj, re]) é limitada, pois é a imagem de um intervalo 
fechado e limitado em 93. 
Assim a única possibilidade def não ser limitada em [8,xj+i [, é quando tomamos o 
limite de e 0, mas neste caso temos pela DEFINIÇÃO 2.4 b), que este limite é finito. 
Logofé limitada em todo [8,x; 
Analogamente mostra-se que Pc 1,8] é limitado. 
Portanto, as funções continuas por partes em [a,b] são limitadas. 
Exemplo 2.5-  A função, 
 
1 1, se 0 x < 
3 
1 




é continua por partes em [0,1], pois tem uma quantidade finita de descontinuidades, neste 
1 
caso apenas uma descontinuidade, no ponto x 3
— , e tem seus limites laterais finitos. 
9 
-1 





—, se 0<x<1 
tem uma quantidade finita de descontinuidades, mas, não é continua por pastes em [-I , I ], 
pois seus limites laterais não são finitos no ponto zero. 
Exemplo  2.7- A função, 
x, se x e racional f(x)= 
0, se xe irracional' 
nao é continua por partes, pois ftem urna quantidade infinita de descontinuidades. 
LEMA 2.5 - Se Ffbr urna finaveio crescente ern [a, b[ e se existirM tal que, para todo x em 
[a, b[, 
F(x) 	 en ido existirá um número real L tal que, 




Temos por hipótese que o conjunto (F(x) I x e [a, b[} é não-vazio e limitado 
superiormente por M, e F(x) crescente, logo admite o valor L como supremo. Assim dado 
e >0, existe xo em [a, b[ tal que, 
L - e < F(xo) L 
e pelo fato de F ser crescente, 
xo <x<b = L-e< F(x„) < F(x) < F(b).1<, L 
Logo, lim F(x) = L • 
x 
	
TEOREMA 2.6 - Se ffir limitada em la, IV e continua em 	 hi, enters.° sera  integrável  
em fa, 
Demonstravao. 
Vamos supor inicialmente j(x) 0 em la,b}. Como f é continua em [a,b[, V te [a,b[, 
(x)dx existe. Seja, 
a 
F(1)= f ,f (x)dx, a 	 <b. 
Como f(x) 	 em [a, 1)1 e limitada, neste intervalo, resulta que i é crescente e 
limitada em [a, 131. Pelo LEMA 2.5, existe L tal que, 
lim f (x)dx =  L, 	 (2.1) 
Vamos provar quef é integrável em [a, b] e que 1. f (x)dx L.  
a 
Como f é limitada, existe M> 0 tal que, V X E [a,b], 0 V(x) M. Por (2.1), dado 





Temos que existe 8 > 0 tal que, para toda a partição P i de [a,bi], com mix Az< 6, 
11 
E f (c,)Ax i 	 (x)dx < e 
A 	 a 
Como estamos tomando max 	 < E. para a partição P , temos que para toda 
partição P2 de [1)1, bi, 
 
E.f(c i )Axi —if(x)dx 
Pz 	 bs 
e < 
3 
   
Seja, agora uma partição P qualquer de [a, N, com max Ax i< 6, e suponhamos que 





x¡-1 	 cii 	 bl 	 cj2 	 xj 
 
   




f(c,)4 + f (c 
	 + E f (e, )4 L 
fri 
   
E f (c i )4 f (c 	 — 	 f (x)dx .f (x)dx L 
a 
i )Ari f (C f2)(x b,) + .f(c i )Ax i — f (c 	 — X1_ 1 ) — 
- f( E f (c i )Ax i f (c 	 x 	 f (x)dx 
a 
   
f (x)dx 	 (c i2 )(x b l ) 	 f(c,),4. L 
i=1. 1 
+If (c i )(x — 	 f (c 	 x /A ) — f (c .12 )(x — 	 < 
e e e 
3 3 3 
Portanto, temos quele integrável em [a,131 e 
12 
f (x)dx = L. 
Assim o teorema fica provado para o caso de/(x) O em [a, 13]. 
Sef(x) <O, pelo fato de ser limitada em [a, b], existirá ct> O tal quef() + a 0 em 
[a,b]. E pelo que vimos acima,f(x) + a sera então integrável em [a, b]. Para todo x em [a,b], 
temos, 
f(x) = firx) oti - a. 
Logo,fé integrável em [a,b], pois é a soma de duas funções integráveis em [a, b}. 
COROLÁRIO 2.7 — Sefé continua em Ja,b[ e limitada em la,b1, end° f  é integrável em 
[a,bj. 
Demonstração. 
Temos que la,b[ pode ser decomposto em subintervalos continuos, do tipo, 
ia,b[= ]a,b i] LI [bi,bf , 
pelo TEOREMA 2.6,  tem os que cada subintervalo ja,bi], [bi,b[,sao 
 integráveis. 
 
Portanto, fé integrável em ra,b] 	 • 
TEOREMA 2.8 - Se f(x) 
 é continua por panes em 1-a,bj, a ebE entclof(x)  é integrável 
em /a,bJ.  
Demonstração. 
Se f(x) é continua Of partes em [a,b],  então [a,b] pode ser decomposto em 
intervalos continuos do tipo: 
[a, 1)1 = [a, a l [ LI (al ) L) 	 a2[ 	 {a2) L.) 	 ]a„, bl. 
Onde, f é continua nos subintervalos 	 1 j n-1, e sendo {al}, {a2}, 
{an }, os pantos de descontinuidade def(x), limitada em [a,13], pelo TEOREMA 2.6,f(x) é 
integrável nos intervalos continuos [a,ai[ e ja„,13], e pelo COROLÁRIO 2.7,f(x) é integrável 
13 
0 	 0 
( x)dx =,f(x)dx+ f (x)dx = dx + f x 2 dx =1+:1- 
3 




,A4[, .... Nos pontos isolados ai}, {a2 } , 	 fa,„1, a integral é em cada intervalo, 	 az[, ii 
nula. 
Portanto f(x)  é integrável em (a,b]. 
Exemplo 2.9 — A função, 
x 2 ,sex.__ 
1, se x < O 
é continua por partes, (por exemplo, no intervalo E1,11) e de acordo corn o TEOREMA 2.8, 
f(x) é integrável em [-1O]. Além disso, 
Portanto, 
4 
.f (x)dx = 
3 
C'OROLARIO  2.9- Se f é continua por parses em fa,b1, entaol(x)cos(nx) e f(x)sen(nx) selo 
integn'zveis em fa,b . . 
Demonstração. 
Como j(x) é continua por partes em [a,b], então [a,19] pode ser decomposto ern 
subintervalos'continuos [a,ai [, 	 ,a2[, ...,[abj. 
Sef e g são funções continuas, então jk também é continua. 
Como a função cos(nx) é continua, V x E 91, temos quef(x)cos(nx) é continua em 
cada subintervalo continuo iai,aj+d, 1 <j < n-I, ej(x)cos(nx) é limitada em [a,13]. 
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Logo, temos quef(x)cos(nx)  é continua por partes, ef(x)cos(rix) é integrável. 
Para mostrar quel(x)sen(nx) é integrável, procede-se analogamente a demonstração 
acima. 
CAPITULO- 3 
3.1 - SÉRIES  DE FOURIER 
Veremos neste capitulo a definição de Série de Fourier, e a fórmula para o calculo 
de seus coeficientes de uma forma geral, sendo apresentados alguns exemplos de expansão 
de funç5es em séries de Fourier, e algumas propriedades  aplicáveis is séries. 
DEFINIÇÃO 3.1 — A série de Fourier de uma functio ,f(x)  periódica de período 27r, é a 
serie trigonornétrica, 
a0- 	 (a „ cosnx + b,, sen nx), 
onde ao, a,, e b„ seio números reais dodos por, 
ao = 
 .
L f f(x)dx ; 
27r 
a,, = 	 f(x)cos(nx)dx, tin I. 
bn — 	 f (x)sen(nx)dx, Vn I. 
_ g 
(3.1) 
Suponhamos que,f(x) é função periódica com período 27t que pode ser representada 
por uma série trigonométrica: 
jrx) ao + 	 (a, cos nx + sen nx) 	 (3.2) 
tal que não tenhamos nenhuma informação sobre os números reais ao, an e b,, 
Vamos mostrar que os coeficientes ao, an e ba são expressos como as formulas (3.1), 
já citadas acima. 
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Observação: Para calcularmos os coeficientes an e bt, temos que ter f(x) continua, ou 
continua por partes, para que tais  funções sejam integráveis. 
Deterininalzdo 
lutegrando (3.2) de -71 a. Tr, temos, 
f(x)dx 	 [ao+ E (an cosnx + b„ sennx) }dx , 




E an icos(nx)ilx + b„ sen(nx)dx 
a o x + 	 —sen(nx) 	 cos(nx) 
/ a „ 
n 	 n )_ Ir 
= 27tao + L 	 cos(nz) + cos[n(--r)]) 
n=-1 
Como cos x é uma função par, cos x cos (-4, assim, 
E 	 –cos(nr)+ cos(n7r)cos[n(–ir)} ) = O, 
n=-1 
Logo, 
.f (x)dx = 27ta0. 
-2 
1 a „ Portanto, ao --- 	 ftxmx 
Determinando a,, 
Multiplicando ambos os membros de (3.2) por cos (mx), m e IN , sendo m um 
número fixo, e integrando de -It à it, temos, 
17 
5 1(x)  cos(mx)dx = 	 [ao cos(mx) + E (a» cos(nx) cos(tnx)+ b» sen(nx) cos(mx)) jdx, 
Resolvendo a primeira integral do segundo membro, temos, 
ir 





Agora vamos resolver a integral, 
» cos(nx)cos(inx)dx 
Pela identidade trigonométrica, 
cos(ax)cas(bx) = cos(a + b)x cas(a - b)x, temos, 
a t, 
ff 	 /- a 
cos(nx)cos(mx)dx = 	 cos(n + m)xdx + cos(n m)xdx 
( ir 
 a Mas, 	 icos(a tn)xdx 
2 
sen(n m)x 
n +  in 
ir 
= 0, 
   
para todos os valores de m e n considerados, e 
J 
a ,f 	 sen(n — m)1 r.  cos(n ni)xdx 	 = 0 , 
2 	 n m - x 
para todos os valores de m 
Se a in ternos, 
ff 
a 	 g" jcos(n — M)XdX = 	 ldx = a infr 
2 	 2 
Resolvemos agora a última integral que 6, 
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tan cos(mx)sen(nx)dx 	 (3.3 1 
 
ff 
Utilizando a identidade trigonométrica, 
r 
sen(nx)cos(mx) — I Esen(n + m)x+ sen(n — til)XI ternos, 
2 
it 	 4- 
b„ I sen(nx)cos(inx)dx = —I-b jsen(n + m)xdx + j. sen(n — in)xdx ---- 
— 
1 cos(n +m)x cos(n —1n)x jr 
+ --- 
2 	 n -1- in 	 fl—ill 	 ) 
cos(n +m)yr cos(n iti)r cos(n + m)(-7r) cos(n — m)(-7r) 
n 	 n m 	 n±rn 	 n m 
Corno cos(x) --= cos(-x),segue que, 
b. cos(mx)sen(nx)dx O 
Dos cálculos feitos acima, segue que, 
.f (x)cos(mx)dx = a m ir 
Portanto, a» = —1 
-T 
 (x) cos(nx)dx. 
Jr it 
Determinando hn, 
Multiplicando ambos os membros de (3.2) por sen (mx), e integrando de -7C 
temos, 
(x)sen(mx)dx =-- 	 [aosen(mx)+ E (a» cos(nx)sen(mx) + b„ sen(nx)sen(mx))]dx, 
rs- 1 
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Resolvendo a primeira integral do segundo membro, temos, 
ao sen(mx)dx 	 --Lac cos(inx) 
in 
Resolvendo a segunda integral do segundo membro, de forma análoga à feita em 
(3.3), temos, 
an 
 sen(mx) cos(nx)dx  O, 
 
Resolvemos agora a terceira integral, 
b n sen(nx)sen(mx)dx 
utilizando uma identidade trigonométrica temos, 
b r 





Mas, 	 cos(n tn)xdx 
2 
b sen(n rn)x 
2 	 - 
-x 
= 0 , 
  
para todos os valores de m e n considerados, e 
sen(n – 111)x x 
— cos(n m)xdx 
2 	 17 - 777 - 
para todos os valores de m # 
Se n m temos, 
cos(n – m)xdxj= 	 b ildr . 
2 	 2 
b ( 




f(x) = f (x 2n -) = (x),Vx. 
{x, se --.1z5_x_r 
f (x)sen(mx)dx =  a „,n- 
Portanto, h„ =! f(x)sen(nx)dx . 
rt- 
Com isso verifica-se que realmente as formulas para o calculo de ao. a, e h, são 
dadas por, 
ao—  2ir 
1 ff 
— f(x)cos(nx)dx , V n 1 
if , 
i f(x)sen(nx)dx , V n 1 
Esses coeficientes são chamados de coeficientes de Fourier da função f(x), suas 
formulas também são conhecidas como as fórmulas de Euler. 
Observação:  Devido a periodicidade do integrando, o intervalo de integração dos 
coeficientes de Fourier pode ser trocados por qualquer intervalo de período 22t , por 
exemplo: 0 x 2z, -67r x —47r , etc. 
Exemplo 3.1: Encontrar a série de Fourier da função, 
Ern primeiro lugar temos que achar os coeficientes de Fourier de acordo com as 
formulas de Euler: 
Determinar ao 
X2 
ao— 	 irf xdx 27r 
Logo, ao = O. 
Jr 




a4, 	 xcos(m)dx 
ar 
Fazendo a integração por partes, temos, 
U = X , 
dv cos(nx), 
du = 1 
sen(nx) 
v - 	  
( 	 n 
an- —
1 
xsen(nx)1 2r - sen(nx)dx 
nar 	 ' 
- 
Temos que xsen(taac) 	 0, assim, 




= 	 (-cos(tair) cos[n(-1r)]) =  O. 
Logo, an = 0, Vrt_ 
Determinar h,7 
Fazendo a integração por partes, temos, 
U = X, 	 du I 
dv sen(nx), v - cos( us) 
f 1 
=-- 	 xcos(nx)i 	 cos(nx)dx 
12 71* 
„z. 
Temos que, jcos(nx)dx= sen(nx) I 0, logo, 11 
22 
b 	 / n = 	 cos(n sr) — cos[n(--701) —1 [-27r cos(ntr)] = --2 cos(ng) 
Tt 	 ntr 
2.(-1)"`' b n 	 Vn?_l. 
n 
Como todos os termos an são iguais a zero, os elementos da forma ancos(rtx) são 
iguais a zero, sendo assim a série de Fourier de f(x) 6, 
sen(2x) sen(3x) 	 sen(nx)  2 (sen x 	 ...+ (-1)" 	 + 
2 	 3 
Exemplo 3.2: Encontrar a série de Fourier da função: 
x 2 , se —7z- x 
f(x + 2r) = (x),V x 
Vamos calcular os coeficientes de Fourier: 
Determinar ao 
f (x) 
2 	 x` ao— 	 x dx 6it 
Ir 2 







an = —1 X cos(nx)dx 
7z. :1,, 















Como, x2 sen(nx = O , temos que, 
2 fr 
a„ = 	 xsen(nx)dx, V n 1. 
17 it 
Fazendo a integração por partes, 
U x, 
dv sen(nx), 
du = I 
cos(nx)  
v — 	 , temos que 
17 
       




x cos(nx)} 1+ 	  
 
2 
— —7— j-7r- cos 
?r g. 
ng —gccos( — ng)] 





      
       
sen(nx)  Como, = O, temos que, 
2 r 	 2 
an = 	 71- cos(n/r) — 71- cos{n( —ir)}} 	 cos(nn- ) cos[n(-7t)]= 
n -g 
4 	 4 
—2 cos(nr)1 	 cos(n/r) = 	 (-1) " , n 1. 
ir 
4 




	 se n impar 
2 
n 
Portanto, a,,  
Determinar bn 
1 I bn = 	 sen(nx)dx tr. 
Resolvendo a integral por partes, 
2 
X , du = 2x 
24 
cos(nx)  dv sen(nx), v 
(z 
bn = 	 —x 2 cos(nx)r + 2 
 J x cos(nx)dx nrc 
	
Como, 	 (— x2 cos(nx)I= x 2 (cos[n(-70} — cos(n ir)) =  O 
Segue que, 
bn= —2 i xcos(nx)dx 
nrc 
Resolvendo a integração por partes, 
du = 1 
	
dv = cos(nx), 	 v sen(nx)  
2 bn = 2 xsen(nx)i — fsen(nx)dx 
n 	
--z 
Como, xsen(nx)rg. = 0, temos que . 











   
Portanto, bn = O. 
Como os coeficientes da forma bn são todos iguais a zero, a série de Fourier def(x), 
sera uma série composta de cossenos. 





— cos x 
cos(2x) cos(3x) cos(4x)  
3 
	 « 	 4 	 9 	 16 
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EXEMPLO 3.3 — Encontrar a série de Fourier da função,  
f (x)= 
O, se 
x, se 0 xS ir  
(x+ 270= f (x) 
  
Determinar ao 
1 	 , 	 O 
ao=-. 	 If (x)dx = 	 f Odx 4 Xi IX 	 X2 ) 
2zr g 	 27r 	 2r 2 -- 	 0 
74- Logo, ao — 
4 
Determinar a, 
o 1 a. 




1 f x cos(nx)dx 
.0 
Fazendo a integração por partes, 
U = X, 	 du ----- 1 
dv cos(nx), v sen(nx) 
an= —
1 ( 
x sen(nx)r, — sen(nx)dx = 1 cos(nx) 
n 7z- 	 o 	 nn- fl 
  
 




se n impar 
n 2 ir ' 
0, se n par 
Determinar b, 
















Fazendo a integração por partes, 
U X , 	 du 1 
dv sen(rix), 	 v 	 cos(nx) 
 
( 
x cos(nx)1: 	 cos(nx)dx 
   
  







     
1 	 cos(ri 7r) 
••, 	 • 
#2 - 






cos(3x) cos(5x) cos(7x) + ...` sen x sen(2x) sen(3x) cos x + 9 25 49 2 3 
TEOREMA 33 — Os coeficientes de Fourier de uma soma de fiinções. (/ i-f2) sdo as 
somas dos 
 coeficientes  de Fourier de fi e f2. 
Demonstração. 
O coeficiente an da funcãof, J.  é dado por, 
1 
a 	 —1(f f )cos(nx)dx= ft fy ) 	 I 	 '2 
27 
	1 'T 	 1 	 It f it; cos(nx) + f2 cos(nx)idx = 	 JJ cos(nx)dx + f2 cos(nx)dx = 
	
-g 	 -g 
Procede-se analogamente com b,. 	 a 
TEOREMA 3.2 — Se a E 91 e f(x) é urna fun cão periódica corn período 2, emit- o os 
coeficientes de Fourier da fünfilo (afi(x) são o produto de a pelos coeficientes de Fourier 
de f(x). 
Demonstração. 
O coeficiente a, da função (ai) (x) é dado por, 
a, = —1 (af)(x)cos(nx)dx 
st 
Como a é uma constante, ternos, 
1 g 
an= —
a f (x)cos(nx)dx = a(— ) (x)cos(nx)dx = aa,,. 
lr 
Portanto, o coeficiente a. da função (ai) (x) é (cray). 
Procede-se analogamente para encontrar que b„ da função (aj) (x) é (a b,). 
EXEMPLO 3.4—  Encontrar a série de Fourier da função. 
{x + at „se - - - rr .._ x _. 7T 
Podemos escreverf(x) =fi 
x e ./2' 
Pelo TEOREMA 3.1, devemos encontrar os coeficientes deft e f2. 
Achar os coeficientes 
 deft,  
.f . (x)= f (x + 2z) = f (x) 
28 
Pelo EXEMPLO 3.1, temos que parafi, ao — O e 
an =- 0, \ill? 
	
L 	 2)"-) 
un - 	 , V n 
17 
Os coeficientes de/2 silo, 
	
1 	 27t 2 
	
ao 	 IlriX = 	 = 7r 
	
27r 	 27r 
an= -I—
( i cos(nx)dx = sen(nx) 
-If 
	
(F 	 1 
— sen(nx)dx = cos(nx)  = 
17 
Pelo TEOREMA 3.1, 
ao= 0+7V  7V 
an =0+0=0 
— 
	  O — 	
• 
Temos que a série de Fourier def(x) é dada por, 
f sen(2x) sen(3x) sen(4x)  
	
it + 2 sen.x 	 + 
	
2 	 3 	 4 
o 
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CAPITULO - 4 
4.1- FUNÇÕES PARES E hi-PARES 
Nos exemplos dos capítulos anteriores foi perdido muito tempo nos cálculos dos 
coeficientes an e bn que eram nulos, sera que não existe um meio de saber se a, ou b„ serão 
nulos apenas observando a expressão da função?  
Essa análise é possível, para funções pares e impares. Concluiremos que a,1 ou hn 
poderão ser nulos, dependendo sef(x) for par ou impar. 
DEFINIÇÃO 4..1 — Unia função f ( ) é uma fun cia par se, 
.f(x) f(-x), Vx. 
Geometricamente seu gráfico é simétrico em relação  ao eixo y. 
DEFINIÇÃO 4.2 - Uma  função g(x)  é uma An y& impar se, 
	
g(x) 	 g(-x), V x. 
Geometricamente seu grafico é simétrico em relação  a origem. 
EXEMPLO 4.1 — A função,f(x) = x 2, 6 uma função par. Vejamos, 
f(-x) = (-x) 2 = A:3 = f(x). 
EXEMPLO 4.2 — A funçãof(x) r" é impar. Vejamos, 
	
-0- () - 	 =f(.  
30 
Ohs ervaciio: De modo geral, a função f (x) = xn será {impar, se n impal-
par, se n par 
EXEMPLO 4.3 — A função .1(x) = {x é  uma função par, pois, 
f(-x) = I— 	 ixi -.TOO. 
EXEMPLO  4.4 — A funçãof(x) = cos x é uma função par. 
Pois, podemos escrever cos x= (cos0)(cosx), e utilizar a identidade trigonométrica, 
r 
cosacosb = —tcos(a —b)÷ cos(a + b)j, com a—Oeb= x, então, 
2 
	
r 	 r 	 -1 
COSOCOSX 1ACOS(0— x) cos(0 x)1= i-icos(—x) j+ — cos x 
	
2 	 2 
— cos x = !cos(—x) 
2 	 2 
cos x = cos(x) 
Logo, 
f(-x) cos(-x) = cos x =f(x). 
Além disso, a função" = cos(nx) também é par, Vn E N. 
EXEMPLO 4.5 - A funçã'of(x) sea x é uma função impar. 
Temos que sen 0 cos x = O • e pela identidade trigonométrica, 
r 
sena cosb — I isen(a 	 sen(a + h)]. coma—Oeb= x, segue que, 
2 
	
r 	 1 	 I 
sen Ocosx —Asen(0 — x) + sen(0 + .v)i= r-1  —senx 
	
2 	 2 	 2 
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O -1 sen(-x) -1 sen x 2 
Logo, 
- sen(-x) sen x 
-j-x)  = - sen(-x) = son x = f(x). 
Alem disso, a função f(x) sen(nx) também é impar, V n E IN 
EXEMPLO  4.6- a fiinçãof(x) = X2 ±  x, não é par, nem impar. Pois, 
f(-1) (-x) 2 - x x 2 -- 
-f(x) - x 2 - X. 
- f(-x) 	 (-x) 2 (-x) - x2 - x. 
Não é par, pois, existem valores para x tal quef(-x) .1 .(x) e não é impar, pois, 
existem valores para x tal que -ff-x) #f(x). 
LEMA 4.1 - Ternos que a igualdade 
ff 
f(-x)dx = f(x)dx ,  é vá/ida. 
Deinonstravio. 
Fazendo a mudança de variável, 
u -x 	 du = -dx 
“(0) 
	
f f (-x)dx -= 
	
f(u)( -du) = --5 f (u)du = .f (u)du , 
Fazendo outra mudança de variável, 
u t 	 du ---- dt 
f(u)du = f(x)dx = f(t)dt 
.(0) 
Portanto, ff (-x)dx 	 f(x)dr. 	 • 
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LEMA 4.2 - Se .f(x) for uma,fint9c7o par e periódica de período 2r, temos, 
f (x)dx - =  2j. f (x)dr 
Demonstração. 
77- 	 0 
f (x)d.x = f (x)dx + f (x)dx, 
-17 
Aplicando o LEMA 4.1, temos, 
f (x)dx = f (-x)dx, 
o 
Com isso temos que, 
(x)dx = f(-x)dx f (x)dx, 
0 
Como,f(x) é par, ternos queffic) f(-x), logo, 
(x)cl- .f (x)dx 2f f (x)dx 
0 
Portanto, j" (r)dx--. 25 f (x)dx 
LEMA 4.3 - Se ex) for um função impar e periódica de período 274 temos, 
g(x)dx = O. 
Demonstraçao. 
0 
g(x)dx = g(x)dx +5 g(x)dx = f- g(-x)dx+ g(x)dx, 
Pelo LEMA 4.1, f g(-x)dx g(x)dx 
Logo, 
33 
g(x)dx = — g(x)dx+ g(x)dx 
-ff 
Portanto, g(x)dx = O . 
-g 
Observacylo: 
 Quando temos uma funçâof(a) que não é nem par e nem impar, temos que 
calcular os coeficientes an e b,, utilizando os métodos de integração conhecidos. 
PROPRIEDADE 4.4 — f(x) e g(x) forern fitnções pares, então h(x) = qg)(x) sera uma 
.fanção par. 
Demonstração. 
Por hipótese temos que, 
f(x) f(-x), Vxe9I,e 
g(x) = g(-x) V x E . 
Logo, 
h(x) = f(x).g(x) = f (-x).g(-x) h(-x). 
Portanto, h(x) é uma função par. 	 a 
PROPRIEDADE 4.5 — f(x) fbr urna finolo par e g(x)fur tuna .função impar, então 
h(x) (fg)(x) sera ulna Angelo impar. 
Demonstração. 
Por hipótese temos que, 
.f(x) f(-x), V xe e 
g(x) = g(-x) V X E . 
Logo, 
	
h(x) =f().g() f(-x).1 .-g(-x)/ -[f(-x).g(-x) .1 = - h(-x). 
Portanto, h(x) é uma função impar. 




Por hipótese temos que, 
f(x) 	 VXE , e 
g(x) 	 g(-x) Vx e 9? . 
Logo, 
h(x) f(x).g(x) 	 g(-x)] f(-x).g(-x) h(-x). 
Portanto, h(x) é uma função par. 
Utilizando as PROPRIEDADES 4.4, 4.5 e 4.6, nas fórmulas dos coeficientes de 
Fourier, temos que se/(x) for par, entAof(x)sen(n4 será impar. Por outro lado, sef(x) for 
impar, temos que,f(x)cos(nx) será impar. 
TEOREMA  4.7—A série de Fourier de urna funViofrx) par, periódica de  período 214 é 
urna série de Fourier de cossenos, isto 
ao -4- E an cos(nx), 
n=1 
Demonstractio. 
Como f(x) é par, temos quef(x)sen(nx) é impar, logo pelo LEMA 4.2 
f (x)sen(nx)dx 0, assim, b „ = 0, V n. 
E sendo bn = 0, temos que todos os termos do tipo brseri(nx), serão nulos. Logo a 
série de Fourier def(x) sera uma série que possui apenas termos do tipo a„cos(nx). 
Portanto, a série de Fourier da funça.of(x) é dada por ao E a ,, cos(nr). 
n=1 
TEOREMA 4.8 A série de Fourier de uma func 'do f(x) ímpar, periódica de período 27r, é 
uma série de Fourier de senos, isto é, 
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E b„ sen(nx), 
n.1 
Demonstração. 
Como ft) é impar, temos quef(x)cos(nx) é impar, logo pelo LEMA 4.2, 
f(x)cos(nx)dx 0, assim a, = 0, V n E IN. 
E sendo a„= 0, temos que todos os termos do tipo a,cos(nx), serão nulos. Logo a 
série de Fourier def(x) será uma série que possui apenas termos do tipo b„sen(nx). 
Portanto, a série de Fourier da função/(x) é dada por E b„ sen(nx). 
n=1 
EXEMPLO 4.7 Tomemos o EXEMPLO 3.1, temos quef(x) = x, é uma função impar, 
então pelo TEOREMA 4.8, a série de Fourier da função sera uma série de senos. 
EXEMPLO  4.8— Tomemos o EXEMPLO3.2, temos que/x) =x2, é unia função par. entdo 
pelo TEOREMA 4.7, a série de Fourier da função sera uma série de eossenos 
PROPOSIÇÃO 4.9 Se g(x) é uma  função qualquer de x, então, 
g(x) + g(—x) , 
a) p(x) 	 e par. 
2 
b) q(x) g(x) — g(—x) é impar. 
2 
Demonstração. Parte a) 
p(-x} g(—x)+ g(x)  = g(x)+ g(—x) 
2 	 2 




- q(x) 	 g(-x) g(x) g(x)- g(-x) 
 q(x) - 2 	 2 
Portanto, q(x) é urna função impar. 
PROPOSIÇÃO 4.10 Seja g(x) uma função qualquer,  então g(x) pode ser escrita como, 
g(x) = p(x)+ q(x), onde p(x) uma  função par, e q(x) uma função  impar, para todo xe 9. 
Demonstração. 
Seja p(x) = g(x)-t- g(-x) e q(x) g(x)- g(-x)  2 	 2 
p(x) + q(x)  g(x)+ g(-x) g(x)- g(-x) _2g(x)  
2 	 2 	 - 2 
e pela PROPOSIÇÃO 4.9, ternos que p(x) é par e q(x) é impar, então segue que g(x) pode 
ser escrito corno a soma de urna função par e uma função impar. 
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CA PITULO— 5 
5.1 — CONVERGENGA DAS SÉRIES DE FOURIER. 
Veremos nesse capitulo que em muitos casos uma funçãof(x) pode ser igual a sua 
serie de Fourier. Estudaremos também a diferença entre convergência pontual e 
convergência uniforme, com o auxilio de alguns exemplos. 
Consideremos o espaço vetorial 	 de polinômios trigonométricos em senos e co- 
senos, de ordem menor ou igual a N, definidos em 	 n], isto é, P.„, (x) E (i) .v é da forma 
(x).-- a„ + E (a  cos nx + bn sen nx). Assim as funções, I, cos x , sen x, cos(2x), 
n.) 
sen(2x),...,cos(Nx), sen(Nx) formam uma base para o espaço vetorial ci, . 
Seja (1) = 
 UN.  (13 é urn espaço vetorial. N=1 
Introduzimos o produto interno ( , ) em (I), definido por, 
(f, g) —1 f(x)g(x)dx . V g 
!ff  (5.1) 
Vejamos que realmente (f , g) assim definida é um produto interno. 
De fato, Vf, gehe (I) e a 	 . 
i) (f , g) = 	 f(x)g(x)dx = ig(x)f(x)dx =  (g, 1) . 
re 
ii)(f + g,h) = 1  [1(x) + g(x)]h(x)dx = 11  f (x)h(x)dx + 1  g(x)h(x)dx = (f,h)+ (g,h) 
z 	 1r 
—sr 
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it 1 iii) (af , g) 	 f af (x)g(x)dx = - c-r- f f (x)g(x)dx = a(f , g) 
- yr 
iv) Como (f , f)= 1  f 2 (x)dx , efuma função continua, segue que (f , 	 <=:). f O. 
E sei não é nula então (f
. 
>  O. 
1 Segue-se então que as funções q (x) = 	 , 	 (x) = cos(nx) , „ = sen(nx), 
V2 - 
n = 1, 2 ,...,N, satisfazem as relações: 
1, se j=k 
0, se j 
De fato, pois, 
Se j k 
ll 	 1 	 1t 1 (g)o,()) —j 1 = —dx =—x 
„.V2 V2 	 ir 2 	 2)r 
Se k 0, sendo k par, ej = 0, teremos, 
(vo , ;02 k „ 	 sen(nx)dx 	 f--- 1	  cos(nx)) = 
r _ Al 2 	 27rn 
Se k 0, sendo k impar, e j =  0, teremos, 
1  )-1 	 cos(nx)dx = 	 (sen(nx))1 = 0 . 
_05 
j. = k 2n, teremos,  
= isen 2 (nx)dx 





1 ¡I — cos(2nx) 




2 	 \„.2 	 „ 2 
1 sen(2nx)1  
	
2g- 	 2n 
Logo, (92 ,1 , 
 2n) = 1 
Se j k = 2n-I, teremos, 
(4924-1, V2,1_ 1 ) = 	 COS 2 (nx)dx 
I+ Pela relação trigonométrica cos (nx) = 	 cos(2nx) , temos, 
2 
g 	 g \, 1 fl -1- cos(2nx) 	 1 i 1 	 ros(2nx) 
 dxj= (V2r1-1 , 0$2n- 1 /1 = — i 	 dx — 	 --dx ± Ir 	 2 	 2r 	 2 	 2 
- s 	 \-/T 	 --A' 
± 1 (sen(2nx))  
	
, 2ff 	 2n 
Logo, to (f 2n-1 co 2n--1 ) 	 1 






Fazendo a mudança de variável, temos, 
u = sen(nx) 	 du = n cos(nx)dx 
A integral descrita acima fica sendo, 








 2 (nx)  
=0 
-g 
Retornando a u = sen(nx) , 
40 
sen 2 (nx)  
=0 
-r 2nr 
"go, ((°2n P2-1 ) = o. 
Analogamente verifica-se para j k, send() j impar e k par. 
{Portanto,  (p, , (00 ---- 0, se j # k . 
Com isso temos que, (90 ,A 	 é ortonormal em 4) 
Seja 3(9?) o conjunto de todas as funções continuas por partes definidas em 91 . 
3(91) é um espaço vetorial para as operações de  adição de funções e multiplicação 
de um número por uma função. 
Observamos que (1) c 3(9?). Além disso, definimos a forma bilinear simétrica 
positiva, 
(f, g) = 	 f(x)g(x)dx , Vf, g E 3(93). 
2t- 
Que é exatamente como em (5.1), isto 6, satisfaz as condições, i), ii), iii), iv), 
exceto a segunda condição de iv), pois quando f) = 0, .f E 3(9?), não implica 
necessariamente quef -- 0. De fato, para a função, 
f (x)= -1,sex=3 temos (f,= 	 f 2 (X)dX = 0. 
.
0 se x 3
-T 
Definimos uma semi-norma como uma função que satisfaz todas as condições de 
norma, exceto a condição que diz que se ilf = O então 
 •= 0, que no caso de semi-norma 
não necessariamente é verdadeira. Assim, podemos definir uma semi-norma em 3(90 , 
através de lifil 2 (f, f) . 
LEMA 5.2— Seja V. L • ortonormal em OdOnido acima. Então, dado um elemento t 0.1.2..  
1, se j = k 
f e 3(91), o valor minimizado para N — 1, 2, ..„ quando tomarmos 
J=n 








f —±c J j=0 — E 6., v,,./.  ,i.0 
    
E Ciçi'f)  
i=0 	 :1=0 
K-j=0 ir o 
IC,q)„ —ECA)j )= 
(fJ) + i CiP of) 
1=0 
— EC./(' 59J) +E ç1 2 = 
A' 
(f, f) 	 EC i (pf ,f)+EC 2 j = 
i=0 	 ./=- 0 
N 
= VII2 --- 2E Ci (f' V./ E C; i=a 
somando e subtraindo E(.t., 	 , temos, 
J.0 
N 	 2 
11 2 .4- E 	 .i) 2cf (f,ç9j)+ C1 2 )— EV , vi) = 
fro 	 jO 
2 
= V11 2 	 ((f' Vi) Ci — N 
1-0 	 fr-0 
Assim segue que o valor de —Ec 
j.n 
será o menor possível quando, 
   
, isto 6, se cf = (f), -----, 1, 2, 3, .•., N. 
J-0 
42 




i=0 	 i=0 
Observação: 
 Os números c = (f , fa), so chamados de coeficientes de Fourier de.f. 




a,„ =— f(x)sen(nx)dx 
7r 
LEMA 5.3— &Jam f çoi e 
 (1, q),  como no LEMA 5.2, e c, 
(f) 2 11fr, 
e que é conhecida como a Desieualdade de Bessel. 
Demonstra ção. 
Temos pelo LEMA 5.2 que, 
2 
J=0 
0 < — 
emdo temos que, 
VII 2 lief(fMl) + E C/ 2  = 
2 
 llfll=	 4V ((f' 	 1 (f? j=0 
±(f' 49 ) 2 11111 2 	 ((f t=0  
Temos que c. = (1, /of ), logo, 
,v 
Ek(f, 9i )—ci y- = o , e 
\ 2 
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-11.11 2 , 
Aplicando o limite, temos, 
iimEv, ) 2 5.. lim 	 , 
N -400 
o limite existe, pois Ev,66. 2  é crescente e limitado. 
Portanto, y{f, 9 f 2 	 11 	 11 2 
TEOREMA 5.1 — Seja fuma  junção continua por partes no intervalo j-ir, 4, e periódica. 
Enid°, em todo o ponto de x, 	 _S onde fpossui derivadas laterais finitas, se tem que 
f (x' ) + f (x' )  
a série de Fourier de f converge para
2 	
isto e, 
ar, f(x')+ f (x - )  + Ean cos(nx)+ bn sert(nx) 	 • 
2 	 „, T 	 2 
Observação:  1) 	 e fix -) significam os limites laterais pela direita e peta esquerda, 
respectivamente. 
a 
2) Sefix) é continua ern x, então f (x) = + (a, cos(nx) + b„ sen(nx)) 
2 
3) Definimos derivada lateral 
.. in f  (x + h) — f (x) 
 , (caso exista). h-40+ 	 h 
E derivada lateral à esquerda de f 
,f (x + 	 h) f (x)  fi(x - ) lirn 	 , (caso exista). =  
h 	 h 
Demonstração. 
Primeiramente vamos conhecer um resultado que nos será 
direita de f denotada Por 









2 	 n,i 




, V n e iiV g 
Dernonstravao. 
Devido a identidade trigonométrica, 
1 
sen a .cos b —
2
[sen(a + b)+ sen(a b)), 
e como o sen x é unia função impar, segue que, 




2. sen(—x jcos(nx) = sen(n + )x sen(n 1 Ix,  V nEIN * , 
2 	 2 	 2 
Como vale para todo nc IN* , podemos aplicar o somatório 




x) 2. sen(—x) c os x +2. sent — cos(2x) + +2. sent 	 cos(N) 
2 	 2 	 2 
Aplicando (5.1 ), em todas as parcelas, resulta, 
r N 
v- 2.sen X  Lcosnx = 
5x 
= sen(-3x) — sen(—xj+ sent 	 —sen(--3x) + sen(-7xj— sen(-5x +...+sen(N + —1 )x 
2 	 2 	 2 	 2 	 2 	 2) 	 2 








sen(N+-1 )x sen 	 . 
2 	 2 
Logo, 
Xv--% 2. sen(-)L cos nx = sen(N+-1 )x-sen(-x), 
2 	 2 2 
temos ainda que, 
sen(N + )x sen( X ) sen(N + -1-)x r: 	 2 	 -2 	 2  E cos(nx)= 	  
n--1 	 2. sen -x 	 2.sen x 	 2.sen x 	 2 
	
2 	 -2- 
sen(N+ jx 
I 	 4v--, 	 2 Portanto, + L cos(nx) 	 • 2 	 „=, 2 sen(--x 
2 



















X  .A9 








Por outro lado, 
liM -1 + E cos(nx)= um 1! + cos x+ cos(2x) + + cos(Nx) = + N 
2 n_I 	 x-40 2 	 2 
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Então, temos que 
sen(N + —1 )x 2 
 — /V + —1 , para x = O. 
2. sen(-1 	 2 
2 
1 	 1  Mostraremos que se, an = — (x)cos(nx)dx , bn 	 . (x)sen(nx)dx , e 
z 
--,r 
a 	 1'1 S (x) =--JL + E [a n cos(nx) + b sen(nx)] , então, 
2 
iim s, (X) := f (X+ ) f (X- , V -7r < x < 7r. 
2 
Substituindo a, e bn em SN(x), temos, 
	
... 	 ... 
I  
SN  = — .1* f (r)dr + —E cos(nx) if (r)cos(nr)dr + sen(nx)f f (r)sen(nr)dr 
	
2z 	 ff n=1 
Desenvolvendo o somatório 
N — rt. 
[  (r) 




+ cos(Nx)f f (r)cos(Nr) arr + sen(Nx) f (r)sen(Nr) dr 
-g 	 -g 
= 
	 I dr 	 .f(r)(cos A.. cos r + sen x. sen r)dr 	 f (r)[cos(2x). cos(2r) + sen(2x).sen(2r)yir + 2 
Pela identidade trigonométrica: cos(n — x) = cos x.cos n + sen x.sen n, ternos 
— 1 rri J. dr + f f (r)cos(r — x) + + f (r)cos[N(r x)]dr 
sr 	 2 
	
=1[
nr 	 1 f(r)(— + Ecos[n(r x)} dr 
2 „1 






(N+ !-N(r — x) 
2 
-dr ,  n 
2. sen r — 
(5.4) 
A função f tern período 2Tc, e fazendo uma mudança de variável s = r x, sendo x 
um valor fixo na integral, o novo intervalo de integração seria, [-Tc - x ; it - xi, mas como o 
integrando é periódico, de período 27c, o valor da integral não se altera quando voltarmos a 
ter [-it, Tr] como intervalo de integração. 




N + s 
2  
N (X) 	 f(x s) 	 , 	 (5.5) 
2. sen(-2- s rr 
Após uma integração usando o LEMA 5.1, vemos que, 
sen(N+ js 
2  ds = 
° 2.sen(—s  
E cos(ns) ds -- 2 
_ 
2 
   
+E [ sen(ns) 
o  n 
   
1 1 —ds + 	 cos(ns)ds 
o — 	 o 









     
sen(N + —1 js 






Cornofix F) é o limite pela direita def em x, temos, 
.f(x) lim f(x + h) 








2 f (x + s) 	  






1 f (x+ ) 
2 . 
 
   
     
De fato, a expressão, 
2  sf(x + s)ds f 	 2) 
 f (x+ )d s 
„ sen(N + 	 „ ser{N+ —1 
`) 2. sen( —s 
2 	
° 2.sen(—s ) 
2 
por (5.6), é igual a, 
sen(N+ —1 )s 
2  
4' 2. sen(;) 
	
2 
sen(Ar + js 
1 xf 	 2   f (x + s)ds — 1 f (x 2 
° 2.sen( 1512) 
Temos que x é um número fixo, logo definimos a F como sendo, 
F(s) —  f (x +1.51) — f (x . ) 
F(s) é continua por partes, poisf é continua por partes por hipótese e sen(—.5. é continua. 2 
f (x + s)— f (x- ) Se s e [0, 7c], temos, F(s) — 
2 






(. f(x + s)— f (x+ ) 	 x+ s)— f (x 
• 
2. sen(—s  
2) 2. ser(-- 2 
F(-s) '= f (x +(— sl) — f (x± ) f (x +ist) — f(f) 	 — f (x +isi) ,f 







iim  + 	 — f (x+ )\ Jim = f ' (x ) 
s-A1- 
2.sen(—s 
n. 	 2 
Logo, um  f (x + s) — f (x 
2.sen( s 
Portanto, F é finita em [0, n]. 
f' (x+ ) , que por hipótese 6 finito. 
Então, no caso particular, IF2 (s)ds < oo. 
0 
Observaelio:  F(s), s E [-it, ic],6 uma função impar, pois, 
= F(s) 
V s e [-ir, it], o que implica que F(s)ds O. 
-g 
Agora afirmamos que, 
ff 
um f  F(s)sen(ms)ds = O , 
o 
Temos por (5.5) que, 
ff) =1 1f 2 (x)dx = 	 - 
_ 
Considerando a desigualdade de Bessel 
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	±(f , V ) 2 	 f (s)ds- 
.1=0 
•n'—' 	 2  LC 	 1 - f 2  (s)ds , 
j=1)  
1 z 
onde ci = F(s), f (s)) = — .17(s)9.i (s)ds 
71- 
1 Temos que p, (x) = 	
,- 
(x) = cos(nx) , ya,„ (x) = sen(nx) . 
z 
Corno F é impar IF(s)ds = 0, e, F(s)cos(ns)ds 0, Vn. 
-g 
c„ (F(s),9„(s)) — F(s)sen(ns)ds = — f F(s)sen(ns)ds,Vn. 
z 2 	 2 
	




onde, c = —2 IF(s)sen(ns)ds 
Ir 0 
E como, Ec,2 	 F2 (s)ds < x como a série do lado esquerdo de (5.7) 
n=1 
convergente, segue que, l im e = O. 
2 'r Logo, lim —JF(s)qy f (s)ds = O. 
0 
Assim, um IF(s)sen(ins)ds = O. 
0 




 s) — f (x+ ) 
 sen(ms) 
2sen( —s ) 
2 
um = 0 
   
( 
ds 
   
      
  
.f (x + s)sen(tns)  
2sen(—s) 
2 








   
     
     
      
       
lim i f (x + s)sen(ins) 
 ds = iim  f .f (x )sen(nis) 
 ds 
111-4co ?It-4W .1 
Com isso por (5.5), 
i 	 1 lm 	 3f 
71. 
Analogamente resolve-se 





f (x + s)sen(Ar + 	 js 
2 
° 	 2sen —s 
2 
ds = —1 
 f (x+ ) 
2 " 
. 	 _ 
=- 






f (x + r)sen(N + —1 )r 
2 
2. sent( —r 
2 
De (5.5), (5.8) e (5.9), temos, 
lim S, (x) = f (x+ ) + f (x- ) , V -IT 
2 N 
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5.2 — CONVERGÊNCIA UNIFORME 
DEFINIÇÃO 5.1 — Suponha que ternos urna seqüência de funeres tfij, f „:(-7r,rri —*91 e 
f 	 93. Se diz que a firnveio f(x) é o limite pontual da seqüência.k(x),f2(x), ... no 
intervalo 	 zi se, limf, (x)= f(x) para cada x E 
EXEMPLO 5.1—  Seja, 
, se —ir_x<0 
—iii, se 0 x< 1 e 
1 0, se — x 
1, se — 7C X f (x) 
0, se 0 < 
Quando observamos o intervalo [— r,0) a seqüência de funcõesfn é a própriaf com 
o valor 1. 





0 	 0, assim x =-- O. 
Tendo x = 0,f,(0) = 1-n.0 1. 
Logo, com x = 0,f,(x)= 1. 
1 Verificando o intervalo [
n 
,R-1 em f,(x), limf,(x) = 0, pois, 
(x) = 
53 
O < x 7r, 
Logo, com O < x 5_ ir , f(x) O. 
Assim, 
1, se —;r<x0 
um fn (x). 	 = f(x) 
0, se 
Portantofn(x) converge para,Ax). 
Temos que a função/(x) é o limite (pontual) da seqüênciafi(x),f2(x), quando 
n --> 0D. 
      






     
if-5r 
     
      
Gráfico def(x) 	 2 aproximações paral;,. 
EXEMPLO  5.2— Sep., 
se —7r<x<rc 
f (x) = —2 
Observe que, limf (x) = O. E como f(x) = - 2, Vx, temos que f(x) nAo é o limite 
pontual da seqüênciaf/J2, ...quando n --> oo . 
TEOREMA 5.2 — Seja f 	 91 uma função continua tat que f(r) = f(-7r), e 
periódica. Suponha que a derivada f' exista e é continua em 1-7r, 7rj. Assim, podemos 
escrever, 
f (x) = —a° +E[a
n 
 cos(nx) + bn sen(nx)], 
2 	 n=1  
para -7Z 	 com an = —1 f (x)cos(nx)dx e IN, —1 if (x)sen(nx)dx . Então, para cada 
Ir 	 _n 




n[—a „ sen(nx)+ b„ cos(nx)]. 
Demonstração. 
Temos que f' satisfaz as condições do TEOREMA 5.1, então f pode ser 
representada por sua série de Fourier em cada ponto onde sua derivadar(x) exista. Como 
f' é continua, logo, temos que, 
A 0 f ' (x) = + L[A„ cos(nx)+ Bn sen(nx)], 
2 	 n=1 
1 	 1 
onde An = 	 (x) cos(nx)dx e Bn = 	 f' (x)sen(nx)dx 
rc 
Integrando A n por partes, ternos que 
u=-  cos(nx), du = 	 sen(nx) 
dv = '(x), 	 v = x) 
n A„ = —1 [1(x) cos(nx)1 + — (x)sen(nx)dx = 
71- , 
r 
= 1 —Li (g)cos(n7)— f(- 7r) cos(—n ;r)]+ nb„= 
7r 
Como cos(nn) = cos(-nn) efin) =A-7), temos: 
An = nh„. 	 n. 
Portanto, An = nbn . 
Analogamente por B„, demonstra-se que temos, 
13„ = - na„ 
Substituindo A e Bem (5.10) temos 
(5. 1 0) 
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(x) = 
 >n[—a  ri sen(nx)+ b„ cos(nx )] . 
n=1 
DEFINIÇÃO 5.2 - Seja uma seqiiancia 	 f„ :[—ff,ff]-->91 de fitnveies limitadas e 
f :[—g,g ] 	 uma fimvelof(x) limitada, dizemos que (0 converge uniformemente em 
nj a uma fitnçeiof(x), se dado e> 0, existe no E IN tal que, 
]f(x) —  f(x)I. , V n no, V x e[— g,g] 
ObservactiO:  A DEFINIÇÃO 5.2 é equivalente a, 
um sup If„(x)—.f (x)I)  =0 
De fato se (jn. ) converge para f uniformemente, então, dado 6>-0, existe n. e IN, tal 
que, 
Mas isso significa que, 
Logo, 
If(x)_f(x)J..  e, Vn > no , Vx E[—g,g] 
sup if„(x) — f(x)1_ c, Vn>nn , 
xT[-N,Irj 
lim( sup if„(x) — f (x)1j= 0 . 
xef 
Reciprocamente, se (f„) é uma seqüência de funções tal que, 
lira(
sup 14 (x) — f(x)I) = o '  
l'E[-Jr,] 
então, dado c> 0, 3 ii > n ,, tal que, 
sup If„(x)— f(x)1— 0 e, Vn >n() 
XSI. - ;loci 
ou seja, 
56 
sup I f,,(x)— f(x)1. e,  V n > no , 
mas isto, por sua vez é o mesmo que, 
ifn (X) — (X)I e, V 17 > n,,,Vx E 
Portanto, If;71 converge uniformemente para j: 
EXEMPLO 5.3 — Seja, 
0 se 
— se O<X5_ Ir 
fix) = 0 se -ir 
Temos que pelo enunciado acima, que af converge para a função identicamente 
nula em [0, in], pois, 
X 
=—<C, VX. 
Logo, a seqüência {A) converge uniformemente para a fiinçãof 
EXEMPLO 5.4 — Seja, 
f(x) 




	  se O <x 5 ir 
  
0 se — 7r5x50 
f (x)= 
i x se 0 < x 
Temos que = —x2 < , Vx , logof, converge uniformemente parafem 




Exemplo 5.5— Seja 
(
n2 +1)
x, se x E 
 
n2 + 5 
xn, se x [0,n] 
x, se x e 
 
,f (x) = 
0, se x e [0,r] 
Vamos verificar a convergência uniforme através da seguinte definição equivalente, 
lim( sup  
rE[ - 
= 
Primeiramente, vamos considerar o intervalo [-7,0[ 
Temos que, 
     
if t (x) — f (x)I= n +1 
	 x x 




2 n +, 
     





, sera assumido quando x = — ir. assim, 
 
2 +) - n  




n 2 + 5 
 
17 2 + 5 
    
47r Como, lim( 	  = 0, temos que, 
+ 5 
( 
um sup IA (x) — 	 = 0, logo,f, converge para . / . ern x E 
Agora vamos considerar o intervalo, [0,7r}. 
sup (xn), será assumido quando x = rc, assim, 
xcp,fil 
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sup (nx) = ng , 
xqoad 
Corno, lim(nz)---, 00, que diverge, o que contradiz a hipótese de convergência n--.) 
uniforme. 
 
('orno, Inn sup 14(x)— f (x)i 	 0, temos que„fi: não converge para fern x e [0,-4 
Portanto, j,; não converge uniformemente parai 
Observactio: Isso mostra que, em geral, a convergência pontual não implica ern 
convergência uniforme, pois no Exemplo 5.5 acima a seqüência de funçõesf, converge 
pontualmente, mas não converge uniformemente. Mas obviamente temos que se uma 
converge uniformemente ela também converge pontualmente. 
TEOREMA 5.3 — Seja f 
	 uma função continua tal que ffr) = f(-7r) e 
suponha que a sua derivada .f' seja continua por partes em 	 Então a série de 
Fourier da função f(x) converge (absolutamente) e uniformemente em cada subinterval() 
fechado de ktr, 
Demonstração. 
Nas condições acima, temos pelo TEOREMA 5.2 que a série de Fourier de f 
converge pontualmente paraf Basta verificarmos se também converge uniformemente para 
f A seqüência de funções, no caso que converge para  fé, 
71 
f„(x)= 	 + E[(2,, cos(rx) 4- br sen(rx)], 2 	 r„.1 
onde Or e b r são os coeficientes de Fourier da função): 
Analisar a convergência uniforme desta seqüência em [21 ,22 ] c]- 2z-,74, é o 
mesmo que mostrar que, 
um sup liar cos(rx) + b,. sen(rx)I) --- o, 
xeR,A71r,n 
59 
a 	 II 
pois como f(x) = + [a,. cos(rx)+ br sen(rx)] , Vx, verificar a convergência uniforme 
2 	 r=1 
de {A) para f é o mesmo que verificar a convergência uniforme da série 
-2-- + [ar cos(rx)+ br sen(rx)]. 
2 
Assim é suficiente mostrar que, dado e > 0, existe n. E 1N tal que, 
 e, Vm,n > no , e Vx cR
,22 ], 
o que resulta, 
um sup If, (x)— fro (x)1)= 0, 
xE[A,211 #7,1, 
ou seja, 
um j sup Elar cos(i) + b sen(rx)1 = O 	 (5.11) 
"."1-'`" xvi.,12] r. 1 	 n 1E+71 
Observemos que, 
a, 
a O = arctg—L , para os br's O. Então, 
Ala 2 + br2 cos(rx — 0) = 
 ar  cos(rx)+ br sen(rx) 
De faro, 
   
    
, 
cos(rx — 0)= 	 +  h [cos() cos(rx) + sen 0 sen(rx)] = 
z a, 	 2 	
b Va r br cos(rx)   + Va r2 + br sen(rx) 	  
liar` +b 	 .jar 2 + br 2 
arcos(rx) + b,sen(rx). 
Assim segue-se que, 
Var 
60 
lar  cos(rx)+ b,. sen(rx)l Var 2 + b,. 2 ,  
sendo r = 1, 2, 3, ... e em particular para 
	 x 22 . 
(5.12) 
Pelo TEOREMA 5.2, temos, 
Ar = rbr ; = 
Logo para m = 1, 2, ... temos, 
Ent Va, 2 
r=1 
 
M , 	  
= L—vA,.' + B 
r=1 r 
 
A desigualdade de Cauchy-Schwarz no caso do 93n , nos diz que, 
Zai bi IlEai 2 . 11E /7, 2 i=1 
Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos, 
ln 1 i 	  E-0 + B
"
2 	
-11..iiEnt (A,: + B,. 2 ) 
r=1 r 	 r=1 r 	 r=1 
Portanto, 
„ 
.11±-1 + B r=1 r=1 2 ) (5.13) 
Pelo TEOREMA 5.2, temos, 
1  (j . ' , 9,,) 
	
I f, (x) 1--,_ dx = 
rt. 	 112 
,yo,) = (f'  (x), cos x) = 	 f ' (x) cos xdx = j 
— 
) = (f ' (x), sen x) = I if(x)sen xdx = B1 
.7r 
= (f (x), cos(2 x)) = — f ' (x) cos(2x)dx = A. 
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Utilizando o critério de Cauchy para séries, temos, 
m , 	  
Jim 




(f',92 )=(f'(x),sen(2x)) = 	 (x) sen(2x)dx = B2 
Continuando corn esse processo indefinidamente, e utilizando a Desigualdade de 
Besse!, temos, 
In 	 m 
IV, gar )" = (A r2 + Br 2 ) 	 ilf'(x)1 dx < x, desde que, 	 (5.14) 




Então, temos que por (5.13), (5.14) e (5.15) que, 
yVar2 +b, 2 < 00 
e=1 
Assim concluímos que de (5.11), (5.12) e (5.16) que, 
o < um sup Liar cos(rx) + b„ sen(0) 
r.n 
In 
Portanto, Ern sup Elar cos(rx)+ b„ sen(rx)i) 
xef Ai . 22 I r=n 
ni 
um 	 sJ2 r2 r2 =0 
H.1111-+X. 1•=1) 
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CA PITULO  -6  
6.1 - APROXIMACÕES GRÁFICAS E CONVERGÊNCIAS DE SERIES 
Neste capitulo veremos, graficamente, que depois de encontrada a representação da 
série de Fourier de uma função .f(x), nas condições do teorema 5.1 do capitulo 5, essa 
representação converge para a função f(x). 
EXEMPLO 6.1 - Vejamos o exemplo 3.1, do capitulo 3, 
A série de Fourier da função, 
x, se — 	 x 
.f (x) f(x + 27r) = f (x), Vx 
é dada por, 
sen(2x) sen(3x) 	 sen(nx)  2 (sen x 	 ...+ (-1)" 	 + 
2 	 3 	 11 
Como f(x) é continua por partes e sua derivaf '(x) existe, segue do teorema 5.1, que 
1(x) é igual a esta série nos pontos de continuidade, e nos pontos de descontinuidade fica 
sendo as médias dos valores def(x) e f(x). 
Agora vamos ver graficamente como as somas parciais, da série de Fourier da 
funçAo f(x) converge para a funçãof(x). 
A primeira aproximação 6, 
(x) = 2 sen(x) . 
Sendo o gráfico em vermelho o da função Rx), e em azul o gráfico das 
aproximações, temos  então,  
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Tomemos como segunda aproximação, cujo gráfico segue abaixo, 
S2 (X) = 2sen(x) sen(2x)  
2 
Tomemos como terceira aproximação, cujo grá fico segue abaixo, 
sen(2x) sen(3x)  S 3 (X) = 2 sen( x) 
2 	 3 
Tomando uma quarta aproximação como sendo, cujo gráfico segue abaixo, 
sen(2x) sen(3x) sen(4x) 
, teremos, S4 (x) ---=--  2 sen(x) 
2 	 3 	 4 
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Sendo,f(x) = x2, e a primeira aproximação, 
2 21- (x) = —3  — 4 cos(x) , temos, 
Observando todas as aproximações gráficas acima se verifica que realmente as 
aproximações estão convergindo para o gráfico da funçãof(x) dada. 
EXEMPLO 6.2 - Seja o exemplo 3.2, do capitulo 3, 
A série de Fourier da função, 
X2 se – 2r. 	 c 7Z" (x)={ f (x + 2z) = f (x),Vx 




1 (-- cos x + cos(2x) cos(3x)  + cos(4x)  
3 	 4 	 9 	 16 
Vamos verificar a convergència da série de Fourier da função .f(x) através de seu 
gráfico. 
Analisaremos as aproximações: 
Tomemos como segunda aproximação, 
2r 2 
S2 (X) = —
3 
—4 cos(x) + cos(2x), cujo gráfico segue abaixo, 
kmiemos como terceira aproximação, 







   
3 
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Tomando uma quarta aproximação, cujo gráfico segue abaixo, 
4 cos(3x) cos(4x) 
S4 (X) = 	 - 4 cos(x) + cos(2x) 
3 	 9 	 4 
Observemos que nessa quarta aproximação, ela já possui urna forma bem definida 
em relação a função f(x) = x'.  
Observando todas as aproximações gráficas acima se verifica que realmente as 
aproximações estão convergindo para o gráfico da função .f(x) dada. 
EXEMPLO 6.3 - Seja o exemplo 3.3, do capitulo 3. 
A série de Fourier da função, 
10, se  
f (x) = x, se 0 ._ . x 71- 
f (x + 2r) = f (x),V x 
dada por, 
/-z- 2 cos(3x) cos(5x) cos(7x) 
 +...
) 
+(sen x sen(2x) sen(3x) 
— - -- (COS r 
4 7r 	 9 	 25 	 49 	 2 	 3 
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Vamos verificar a convergência da série de Fourier da fiingdof(x), através de seu gráfico. 
Analisaremos as aproximações: 
A primeira aproximação sendo, SI (x) = 7r 2 cos(x) , teremos, 4 	 7r 
  
-Zn a 	 311 
  
Tomemos como segunda aproximação, 
S ,(x) =7r 2 cos(x) +sen(x) , cujo gráfico segue abaixo, 4 	 yr 
Tomemos como terceira aproximação, cujo gráfico segue abaixo, 
,S, (x) = jr 2 cos(x) 	 2 cos(3x)+ sen(x) 4 	 7T 	 971- 
Tomemos corno quarta aproximação, cujo gráfico segue abaixo, 
S, (x) = 7T 2 cos(x)  + sen(x) 2cos(3x) sen(2x)  






Observando todas as aproximações gráficas acima se verifica que realmente as 
aproximações convergem para o gráfico da função f(x) dada. 
As funções compostas por soma de duas funções também têm o gráfico de sua série 
de Fourier convergindo para a  função dada. 
EXEMPLO 6.4-  Seja o exemplo 3.9, do capitulo 3 
A série de Fourier da função, 
{
x+x, se -7z- _ x__2r 
f (x + 2) = f (x),V x 
é dada por, 
sen(2x) sen(3x) sen(4x)  jr 2(sen x 	 + 
2 	 3 	 4 
Vamos analisar a convergência da série de Fourier da função f(x), através de seu 
gráfico. 
Analisaremos as aproximações: 
A primeira aproximação sendo dada por, 
S 1 (x) = jr  + 2 sen(x). teremos, 
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Tomemos como a segunda aproximação, 
S 2 (X) = 2T +2 sen(x) — sen(2x) , cujo gráfico segue abaixo, 
Tomemos como a terceira aproximação, cujo gráfico segue abaixo, 
S ,(x) = + 2 sen(x) — sen(2x) + 2 sen(3x) 
3 
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Tomemos uma quarta aproximação, cujo gráfico segue abaixo, 
S, (x) = n- + 2 sen(x) sen(2x) + 2 sen(3x) sen(4x) 
Observando todas as aproximações gráficas acima se verifica que realmente as 
aproximações convergem para o gráfico da função f(x) dada. 





 COM PERÍODO 
 A RBITRÁRIO 
 
A passagem do estudo de funções que possuem período 27r para o estudo de funções 
que possuem um período T qualquer é simples, sendo efetuada somente por uma mudança 
de variável. 
TEOREMA 7.1 — Nas mesmas condições do teorema 5.1, temos que a série de Fourier de 
uma função f(t) com 
 período T qualquer é dada por 
( 
f(t) = a, + E a„ cos( 2n7r)t +  b„ sen(2/7/r)t), 
n=1 	 T  
nos pontos de continuidade da fim çãof  
sendo que os coeficientes a n e bn são calculados da forma, 
172 
ao —




2 	 f (t)cos( 2,751 )dt , 
2 r" f (t)sen (2n7ri dt 	 n= 1, 2, ... 
Demonstração. 
Sejaf(t) uma função com período T. Podemos então introduzir uma variável de tal 
maneira que afit) como função de x possua período 27r. Se fizermos, 
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Quando x = ±7r, temos t = ±T—, isso significa quef como uma fun ção de x possui 2 
período 2n, logo, é representada por uma série de Fourier da forma, 
J = 	 ao + Etan cos(nx)± b n sen(nx)1, 2n- 	 n=1 
cujos coeficientes são da forma, 
a 	 1 	 ("i 
a0  
— 27n 1R 	 ) 1 
a „ 	 f((-71 )x)cos(nx)dx; 
27r 
b „ = f ((L) x) se n ( n x) dx 
71" 	 2n 
As fórmulas para os cálculos dos coeficientes poderiam ser utilizadas como 
apresentadas acima, mas a mudança para a variável t simplifica os cálculos. 
(2,r 27c t , temos que dx= ( 27r Como x= 	 .\dt, 
T 
e como — r x 	 , temos que, – — t 
	
2 	 2 
Então a série de Fourier com x expresso em função de t se transforma em, 
(t)= ao + E a 
   + b„sen(2nT7r )t) 
n=1 








2 	 f(t)cos(21231 11 T 
-712 . 
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Observacdo: 0 intervalo de integração dos coeficientes pode ser trocado por qualquer 
intervalo de comprimento T. 
Em decorrência do que foi visto acima e do TEOREMA 4.7 e 4.8, obtemos, 
COROLARIO 7.2 — A série de Fourier de ulna funçao par f(t) que possui período T, nas 
condições do teorema 4.7 e 4.8, é urna série de Fourier de co-senos. Isto é, 
(-2nrr (t) a0 + a„ cos} f , 
n.1 
nos pontos de continuidade de j: 
Sendo os coeficientes, 
2 TI2 
ao = — f(t)dt ; 
T o • 
TI2 
(1 
	 —4 „ = -_ 	 f (t)cos 2nzt )(— dt , n = 1, 2, ... 
I. .1 0 
COROLÁRIO 7.3—A série de Fourier de  urna função imparf(t)que possui penado T, nas 
condições do teorema 4.7 e 4.8, é uma série de Fourier de senos. Isto 
.1(t) = E sen(-2ng )t , 
n=1 
nos pontos de continuidade de f 




EXEMPLO 7.1 — Determinar a série de Fourier da funçã'of(0, periódica de período T = 4, 
dada por, 
0, —2 < < —1 
k, —1<t<1 
0, 1<t<2 
f (t + 4) = f (t), VI E 9I  




 f (t)dt = —1 i kdt 	 . 
2 0 	 2 o 	 2 
2 	 1 
a = f (t)cos(-
2
)dt = cos(—Fint) 	 2k (n 71- 
2 	 nr 	 2 
—sen —). 
0 
Então a série de Fourier da função fica, 
J(r) (r) = _k + 2k (Cos(1, _ r 1 cos —37r t + 1 cos —571' t —+... . 
	
2 Ir 	 2 	 3 	 2 	 5 	 2 
nos pontos de continuidade def. 
EXEMPLO 7.2 — (Retificador de meia onda). Uma tensão senoidal Esen(qt) atravessa um 
retificador de meia onda que absorve a porção negativa da onda. Desenvolver a função .ift) 
periódica, com período T = —2tr , em uma série de Fourier. Sendo E e q constantes reais. 
11 
, quando — < < 0 
2 
Esen(r/t), quando O < t <-T 
2 
	




ao T, f (1)dt 
z, trig 
	
a0 = 	 Esen(rit)dt = 122- sen(ni)dt = 2,r 0 	 2,r 0 
 
, 	 E , 	 ,„ E 
= 	 )ji = 	 (cos 7r - COS V ) =—. 
	
27r77 	 27r 	 ;V 
Portanto, ao = —E . 
Calcular os coeficientes an, com n = 1, 2, 3, 
2 T i , 
	
a 	 ( , = 	 f I) cos(2n 7n: \ 
	
T 	 T ) 
-T 7. 
trio 
an = 	 Esen(qt)cos(nrit)cli , 
ff 0 
Pela fórmula trigonométrica,  sen a cos b = —1 [sen(a + + sen( a — h)]. temos, 
2 
77 E r" 
a n —71E is [sen(rit + 
 nu')  + sen(771 - n 	 = 	 [sen(1 + n)171 + sen(1 - n)iit]dl = 27r 	 27r 
	
0 	 0 
77E 	 cos(1 + n)rit oos(1 - 
27r 	 (1+ n)77 	 (1 - n)ri ) 
cos(' - n)qt 	 . 
	
Se n - 1, 	  não existe, logo, temos, (1 - n)r, 
E r cos(1 + n)rc cos(1 - n)g ) 
a = 	 . n = 2, 3,4, ... 
n 27r 	 1 + n 	 1-n 
Quando n é impar. an =  O , e para n par temos, 
o 
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E( 2 	 2 ) E 	 2E  
— 
2ir 1 + n 1 — n 
	 (1 + n) ,r(n -1) 	 (n — 1)(n +1)ir 
Não foi possível encontrar o coeficiente ai, pelas condições acima, logo, temos que 
calcula-los. 
Para — —T < t < 0 . 
2 
E xl " 
al =— ft7 sen(qt)cos(qt)dt 
Jr 
 I) 
Fazendo a mudança de variável, 
u =- sen(v) 	 du = 




udu = ( E[sen(qt)] 2 
ir 2 	 2.7r n J 





Logo, al = 0. 
2E  
Portanto, a „ = 	 , n = 2, 3, .... (n —1)(n + 1)n- 
Calcular os coeficientes br, , corn ii = 1, 2, 3, 
h = 3 
T/2
- f f (t)ser( 2n 7-11 )di 
T 
-772 
q E  rn h = — 	 sen(qt)sen(nqt)dt 	 f [—cos(qt nqt) + cos(qt — rit)]dt = 
g 0 	 2ir 0 
= 	  [ cos(1 + n)iit + cos(1 n)ritidt = E 	 sen(1+ n)qt sen(1 — n)qt 
2ir 	 2ir 	 1+ n 	 1—n  





Eri (7r sen(2if)) _ E 
2ir 	 2ri 	 - -2- • 
E r sen(1 + n)7r sen(1- n)7r 
= 
27r 	 1+n 	 1- n 
Logo h,., = 0, para n = 2, 3, 4, .... 
Não foi possível encontrar o coeficiente b1, pelas condições acima, logo, temos que 
calcula-lo. 
Para -- < < 0 , temos que, 2 
xhi 
b1 	 Esen(rit)sen(qt)dt = 	 sen 2 (r)t)dt 7r 	 Ir = 	 - cos(271t)ch = 27r 0 
xlri 	 x117 71E 	 En 	 nt) I. di - cos((27ir)dt)------ 	 - sen( '2 ' ') 
2ar 0 	 2ar 	 2a7 
Logo b1 = E . 2 
Portanto, bi = —E b „ = 0 , para n = 2, 3, 4, 2 
Então temos que os coeficientes calculados são: 
E 
a0 = ; ir 
= 0 ; 
2E 
a = 	  
" 	 (n -1)(n + 1)ar n = 2, 3,4, ... 
Com isso a função desenvolvida em série de Fourier fica sendo, 





cos(2rit)+ —cos(47t) + 	  




8.1- INTEGRA(4 0 DE SERIES DE FOURIER 
TEOREMA 8.1 — Suponha que (fn) seja uma seqüência de fiinOes que são integráveis em 
ja,b1 e que (fn) convirja unifonnente no intervalo la,b1 para umafünçãof que é integrável 
em IC1,1)1 Então, 
.f (x)dx = limf fn (x)dx 
n-ow 
a 	 a 
Demonstração. 
Seja & > O. Como to é uma seqüência que converge uniformemente no intervalo 
[a,b], existe N> 0 tal que se n > N, então,  
h a
,Vx e[a,b). 
Como (fn) é uma seqüência de funções que são integráveis em [a,b], temos, 






	  e n(X)ICIX < _dx  = e(b - a) =  
   
Logo. f (x)dx lim f,,(x)dx 
n- 
PROPOSIÇÃO 8.2 — Suponhamos que as ji4nções Mx) sejam  integráveis em um intervalo 
fa,b], e que a série Ef„(x)convirja unifirmemente. 
n=1 
E fa (x)dx E f fn ( x)dx 




(x) = f, (X) = limk(x)1, 
n=1 
sendo, S„ (x) =  / (x)±  f,(x)+ + .f„ (x). 
Além disso, as funções Sn(x) são integráveis no intervalo [a,b] e a seqüência Sn(x) 
converge uniformemente. 
Logo, pelo TEOREMA 8.1, temos que, 
b 
	
fEf, (x)dx 	 f(x)dx = lim S„(x)dx = limJ[f;(x)+ f 2 (x)+ ...+ f,(x)jdx = 
„ n 1 	 a 
b 
linff f(x)dx + 
 fí  (x)dx + + Sf„(x)dx1= Es f,(x)dx. 
	
a 	 a 	 a  
b 
Portanto, 'If, (x)dx = 	 f,(x)dx 	 • 
a n=1 	 n=1 a  
TEOREMA  8.3— Seja.t 	 91 umafunçOo periádica de período 2L e continua por par/es 
e seja 
ao 	 nitx , 	 nnx 
L.  
— + L(a cos— + o n sen- 
2 	 n= 1 
sua série de Fourier. Enid() 
i) a série pode ser integrada termo a termo e o valor da série integrada é a 
integral de f; ou seja, 
	
b 	 b
.3 	 b 	 b f f (x)dx = f ----aiti' x + E a„Scosn ic x+b„Ssen—wix dx 
2 	 L 	 L 
	
a 	 a 	 n=1 	 a 	 a 
ii) a fitnvdo F(x) = 
 5  Ff(r) — 	 dt é periódica de período 2L, continua, tem 2 0 
derivada F' continua por partes e é representada por sua série de Fourier, 
+ [- cosHnl 
0 	 2 	 71. n=i n 	
+ 	 sen 
nRx  
L  
com, —E—.-1 fF(x)dx. 
71" 	 n 	 2L 
Demonstração. 
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Seja uma função f : 91 --> 91, a qual suponha-se convergir uniformemente, 
f(x)—ao + (a„ cos 	  2 + b „ sen 
Utilizando a PROPOSIÇÃO 8.2, temos, 
f (x)dx = f dx + [a, cosHnix j+ b sen(-1171x ) dx , 2 	 n=1 
f(x)dx a dx + 
„=
[fa 	 nlTx 	 17x l2 	 (- ) 	 (7 ). L (8.1) 
Veremos que (8.1) sera válido mesmo que a série de Fourier não convergir 
uniformemente paraf 
Seja uma função f : 91 -> 91 , periódica de período 2L e continua por partes. 
Definimos a função F : 91 ->91 pela expressão, 
F(x) = f(f (t)- 	 dt 2 
Temos que F'(x) existe, V x ondef(x) é continua. Além disso F'(x) = f (x)- 
Logo F'(x) é continua, a menos de um número finito de pontos. Como os limites laterais de 
f(x) são finitos, temos que os limites de 17 '(x) são finitos. Com isso temos que F'(x) é 
continua por partes. 
Decorre do exposto acima que para todos os pontos x ondef(x) é continua, temos 
que F(x) é continua. 




um F(x) = 	 f(f (t)- jdt = f(f 	 dt = F (x 0 ) 
x-xx„ 	 2 	 2 
Portanto, F(x) é continua em todos os pontos de descominuidade deft), assim F(x) 
é continua V a- e Dornffi. 
Veremos, a seguir, que F(x) é periódica de período 2L. 
x+2L 	 x+2L a 
	
+ 2L)- F(x) = 	 (f (t) a  dt - f(f (t)- tdt = 	 (f(t)- c--111-)dt 
2 	 2 
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Utilizando a propriedade, 
a n 
g(t)cit = g(t)dt, temos 
a—L 




Agora temos que, 	 f (t) - --dt = 0, pois, 
2 j 
1 L  
como a o = — (t)dt , temos que, 
L _ L  
a Agora corno. 	 dt 	 ° = 
-"L 2  





— a OL , segue que, 




-L 	 -L 
Portanto,  
-L 
a dt = 0. 
2 ) 
Portanto, F(x±2L) - F(x)= 0, o que mostra que F(x) é periódica de período 2L. 
Endo temos, 
F(x)= + i[A„ co("x )+ B, sen("31 
2 n=1 	 L 	 L 
onde os coeficientes An e Bn são dados por, 






B,, = 	 F(x)sen(—nirx)dx, n 1 1 
L 
Integrando A n por partes, temos, 
A, =
1 




L 	 L 
E ' (x)L  
L i 




-L 	 -L 
1 [F (L)L 
 sen(nr)+ 	 1 I. f  COL  =
L tar 	
F(—L)L 
 sen(nrc)1 	 " set-1( 17/1 dr = 
riff 	 _L 	 L 
	




L 	 rut- 
Portanto, A„ = --L b„. 
nar 
Integrando Br, por partes, temos, 
B = 1 [F (x)L  cos(nar)+  F (—L)L 	 (x)L 	 ta Rx 
	
cos(nn- )] + 1 	 cos( 	 dx , 
n L nit 	 L _ L nar 	 L 
Como F(L) = F(-L), temos, 
L 
—
1 fr. f (x) cos (  —natx )dx 
	
= 	 an . 
L L 	 L 	 nar - 
Portanto, J3,z = — 	 a„ , 11 	 . 
nat. 
Para calcularmos o coeficiente Ao, faremos x = 0, 
F(0) = —4) 	 [An cos(0)+ B n sen(0 j= Ao — +E A„ . 
	
2 	 t; 	 2 	 ,,=, 
Observe que, F(x)= f(f (t) — , assim, F(0) = 0, então, 
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A " 	 A E A„ 	 + E --L )=0, 
2 	 , 	 2 	 nr 
2L b„ 
— . 
- 2T 	 n 
b„ 	 [ L L ( fl ,X 	 L 
	
4- 	 n Tia- )7 
 COS( 	 a sen 	  
271- 	 n=1 	 nr 	 L 	 1, j_ 
Lb L` c [b 	 ngx) a 	 (11 rtx 
Portanto, F(x) 	 — 
L 
— cos 	 +sen • (8.2) 
 






= f(t)dt 	 x , 
2 o 
x 	 x 
a 	 a 
F(x) = f(t)– 	 di = f(t)dt 
2 	 2 
 
Como F(x) é apresentada como (8.2), temos, 
 
x 	 L s'b  	 b 	 a [ 


















A PENDICE —1 
Estimativas dos Coeficientes de Fourier 
Mostraremos como obter certas estimativas dos coeficientes de Fourier de uma 
função dada, a partir de hipóteses sobre derivabilidade da mesma. 
i) Supondo quefseja periódica de período 2L,f e VI integráveis, podemos 
obter imediatamente as seguintes estimativas: 
la n l = 
lb. ' = 
—
1 Jr f(x)cos nrcx  dx 
L _L  
 
1 L  
— 1 f (x) sen —nIzx  dx 
L 
-L 
   
onde utilizamos o fato de que as funções seno e co-seno são limitadas, em valor absoluto, 
por 1. Portanto, com a simples hipótese de integrabilidade defe 
 fl 
 , 
 concluímos que existe 
uma constantem, tal que, 
1 L  la„ 5_ M e 1b,1 1 M, ondeM = 
L 
— f (x)icix , para todo n 
ii) Suponhamos agora quef seja  periódica de período 2L, derivável, e tal que a 
derivada f'  e lf .1 sejam integráveis. Então, integrando por partes, temos, 
para 	 1, 
ou seja, 
a n — 	 f (x) sen n 7rx 	 dx, 	 (A1.1) 
nir -L 
Tomando os valores absolutos, 
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Lb = – L . 
dx =– — f(x)cosn 
- 	 L 
71x dx, 
	
+ 	 f'(x)cos n 
L 
. (L)cos n 71- – f (–L)cos(–n7r)/+—
na- 
-L 
L L  s
 fe (x) cos n—dx . 
-L 11 1"1" 
Como, por hipótese, fé periodica, 
1 1) 11 = 	 f'(x)cos—"x dx. 
n 7C 
-L 
Tornando valores absolutos, 
L 
fif'(x)idx. 
ng _L  
(A1.2) 
Portanto, na hipótese de que .f se ja continua e que tenha derivada ,f' e Ifil sejam 




, 	 17 , onde M =— fif'(x)idx , para todo n =1, 2, ... 
L _L 
(A1.3) 
iii) 	 Se supusermos quef seja periódica de período 2L com primeira derivada 
continua, e a segunda derivada integrável, poderemos melhorar as 
estimativas (A1.3), realizando mais uma integração por partes em (A1.1) e 
(A1.2). De fato, em (A1.1), obtemos, 
  
L 	 LL  
+ 	 f"(x)cos n 	 IDC dx), 
-L nyr -L 
a, 
1 { 	 ratx (x) „ cos 




2 	 , jlf"(x)idx. 
n 71- _L  
De modo análogo, obtemos, 
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II 	 L  2 .1 I f"(x)idx. 
-L 
Portanto concluimos que existe 1 t/ 1, sendoM = 	 IIf ' I L--,- 	 (x)idx , tal que 1  
-L 
mi M 	 1 Fad -=„ ibke i 	 onde 	 = 	 fif"(x)rdx, para n = 1, 2,... 
n 	 n - 	
M  
Que fornece uma estimativa muito melhor do que aquela obtida em (A1.3). 
89 
e
ie + e-Jo 
cosO — e —e -i 9 e sen — 	  
2 	 21 
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Forma complexa da serie de Fourier 
Com o auxilio das formulas de Euler, podemos escrever as séries de Fourier na 
forma complexa, 
Devido a fórmula de Euler, temos, 
= cos 0 4- sen 0, VOE  R . 
e suas conseqüências, 
assim podemos escrever 
nxt. 	 rum a, 
	 _bn elr° 
anCOS— ±O nSen = — — e 
L 	 2 2i 	 1. 2 	 21 
in$A7 
Logo, o coeficiente c„ de e 	 é dado por 
an b 
	 1 „ 	 n 11X 	 nRx 
=—+ — = — (an — ibn )= — Iv) cos— — sen— x, 2 2i 2 
	 2L _ L 	 L 
ou seja, 
1 	 - -- 
c „ 	 f (x» dx. 






2L 1 f(x)dx. 
-L 
Resumindo, mostramos que, se f :91 —› 91 for periódica de período 2L, com f e jj 






 = 	 f (x)e l ' dx, 	 para n =0, -± 1, 2,... 
Que é a forma complexa da série de Fourier. 
91 
APEND10E -3 
Sera verdade que E, 	 ? 
1 n 
dificil acreditar que um resultado como esse aconteça, porém mostraremos neste 
, 	 1 
apêndice que realmente a serie 	 converge, e ainda para um valor conhecido COMO 
n=-.1 n - 
7r 2 
6 
Mas utilizando as séries de Fourier é possível mostrar a igualdade acima. 
De fato, observe a função do EXEMPLO 3.2, 
{ f (.0 
 =
x2 , se - - 7 1 - -_ x__ 7r 
f (x + 27r) -= .f(x), Vx e [–ir, r] 
A sua série de Fourier é dada por. 
f(x) = —re-  + 4(– cos x +  cos(2x) cos(3x) cos(4x)  
3 	 4 	 9 	 16 
Tomando x = 7r, temos, 
ír•- 
x - = 	 + 	 COS ff + cos(27r) cos(37r)  + cos(4r) 









) 4(1+ = — - 
3 
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